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ПРО КРИТЕРІЇ ГРАНИЧНОГО СТАНУ 
ПЛАСТИЧНИХ ІЗОТРОПНИХ МАТЕРІАЛІВ ЗА 
СКЛАДНОГО НАПРУЖЕНОГО СТАНУ 
 
 
Рассмотрен новый критерий прочности пластичных изотропных материалов, обобщающий условия Губера-
Мизеса и Кулона-Треска.  
 




Постановка задачі  
Для оцінки граничного стану пластичних ізотропних матеріалів в умовах складного напруженого 
стану зазвичай використовують  1 4  критерій Губера-Мізеса 
  i const     
або критерій Кулона-Треска 
  max const  ,   
в яких i  – інтенсивність напружень, а max  – максимальне дотичне напруження, що пов’язані з 
головними напруженнями залежностями: 
       2 22 1 31 2 2 3 1 3 max2 ;2 2i
              .  
В тривимірному просторі головних напружень критерію Губера-Мізеса відповідає гранична 
поверхня у вигляді кругового циліндра, вісь якої збігається з гідростатичною віссю, а критерію Кулона-
Треска – правильна шестигранна призма, вписана в циліндр Мізеса. В інженерній практиці ці критерії 
використовують  як критерії текучості, що прогнозують початок пластичного деформування матеріалу, 
так і  критерії міцності, що визначають руйнування матеріалу.  
Відомо, шо при певних видах напруженого стану, які реалізуються, наприклад, при крученні або 
нерівномірному двовісному розтягу, різниця в значеннях еквівалентних напружень за цими критеріями 
досягає 15%. 
Незважаючи на велику кількість результатів експериментальних досліджень граничного стану 
конструкційних матеріалів в умовах переважно плоского напруженого стану  3, 4 , так і не вдалось 
виробити рекомендацій щодо використання того, чи іншого критерію для окремих груп матеріалів. Це 
зумовлено систематичними відхиленнями експериментальних даних від результатів розрахунку за цими 
критеріями (рис.1).  
На основі обробки результатів випробувань пластичних матеріалів різних класів в умовах плоского 
напруженого стану  3, 4  були розраховані значення відносних відхилень експериментальних точок від 
кривих текучості і міцності, що відповідають наведеним критеріям, за різних видів напруженого стану і 
середньоквадратичних відносних відхилень для різних матеріалів. Оскільки випробування проводилось з 
використанням трубчастих зразків, то вид напруженого стану характеризували відношенням між 
напруженнями zK    , де z  – осьове напруження,   – тангенціальне напруження. Розрахунок 
відносних і середньоквадратичних відносних відхилень проводили за формулами: 
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Рис. 1 Граничні криві текучості (а) і руйнування (б) сталі в умовах плоского напруженого стану при 
температурі 020 C : 1 – умова Губера-Мізеса; 2 – умова Кулона-Треска; 3 – умова (8). Експериментальні точки 
відповідають сталям: ○ - 20; ●-10ГН2МФА;  - ХН3МА; - Х16Н6; - ХН35ВТЮ; 
-Х16Н40М5Д3Т3Ю; - ЭИ718; ▼ - ЭП410;  - сплав АМг6;  - 15Х2НМФА; - Х18Н10Т;  














    

   
де ,k tr r  – довжина радіусів-векторів відповідно експериментальної точки і точки теоретичної 
граничної кривої для фіксованого zK    на площині головних напружень. Результати обчислень 
для деяких матеріалів представлені в таблиці. 
Як видно, найбільші відхилення експеримен-
тальних точок від теоретичних кривих спостері-
гаються при 1; 0,5; 2.zK       
Розрахунки показують, що усереднене за матеріа-
лами, наведеними в таблиці, середньоквадратичне 
відносне відхилення експериментальних точок від кривої 
текучості Губера-Мізеса складає 4,96 %, від кривої 
Кулона-Треска – 11,27 %. Відхилення від кривих міцності 
становить відповідно 7,12 % і 3,25 %. В роботі  5  на 
основі аналізу результатів експериментальних досліджень 
В. Девіса зроблено висновок, що для більшості матеріалів 
експериментальні точки знаходяться між граничними 
кривими Губера-Мізеса і Кулона-Треска. Про це свідчить 
рис.2, запозичений з роботи  5 . 
Примітка: значенню в чисельнику відповідають криві текучості, в знаменнику – криві міцності. 
Мета роботи 
Представлена стаття присвячена розробці узагальненого критерію текучості і міцності пластичних 
ізотропних матеріалів, який дозволив би підвищити точність розрахунків граничних напружень для 
широкого кола конструкційних матеріалів.  
Фізичні передумови 
Експериментальні данні показують, що критичне значення максимального дотичного напруження 
не є постійною для даного матеріалу величиною, а залежить від виду напруженого стану. Таку поведінку 
матеріалів можна пояснити, розглянувши механізм пластичного деформування полікристалічного 
агрегату.  
 Рис. 2 Результати випробувань 
тонкостінних труб в умовах двовісного 
розтягу [5]. Криві текучості 
відповідають критеріям Губера-Мізеса 
(1) і Кулона-Треска (2) 
Вісник Національного технічного університету України «Київський політехнічний інститут» 
30 
Таблиця  
Результати експериментальної перевірки критеріїв текучості і міцності 
Відносне відхилення ,%K  Матеріал Критерій 
2k   1k   0.5k   0k   1k    
,%СК  










  Сталь 20 






































































































































































































Як відомо, опір зсуву в різних площинах кристала неоднаковий. Найменше його значення відпо-
відає системам легкого ковзання, розташованих в щільно упакованих площинах. Згідно з законом Шміда 
 6  кристал почне пластично деформуватися, коли дотичне напруження по площині ковзання, зведене до 
напрямку ковзання, досягне деякого критичного значення c , характерного для даного матеріалу.  
Оскільки зерна в полікристалічному тілі мають різну орієнтацію, то тільки в обмеженій кількості 
кристалів напрямок легкого ковзання буде збігатися з напрямком дії max . Окрім того, через взаємну 
пов’язаність пластичних зсувів в полікристал деформація указаних кристалів буде загальмована до того 
часу, поки в сусідніх зернах, які менш сприятливо орієнтовані до дії, не виникнуть пластичні зсуви. При 
цьому вже на початку пластичної течії в зернах починають діяти декілька систем ковзання, що 
забезпечує виконання умови сумісності деформації  6 . 
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Таким чином, початок макропластичної течії полікристалічного тіла визначається дією не тільки 
максимальних напружень зсуву, але і множини дотичних напружень, сприятливо орієнованих до 
напрямку легкого ковзання хаотично розташованих кристалів. За міру дії цієї множини може бути взята 
інтенсивність дотичних напружень 1
3i i
   , яка з точністю до коефіцієнта дорівнює 
середньоквадратичному значенню дотичних напружень, що діють на всіх площадках, що проходять 
через дану точку  7 . 
Звідси можна припустити, що граничне значення максимальних дотичних напружень, при якому 
починається макропластична деформація матеріалу або його руйнування залежить від величини 
інтенсивності дотичних напружень.  
Роль кожного з напружень max  і i  в пластичному деформуванні і руйнуванні матеріалу буде 
визначатися його кристалічною структурою, наявністю атомів домішок, розміром зерна, температурою 
та іншими факторами, що впливають на процес течії в кристалах  5 . 
Побудова критерію  
З аналізу механізму пластичної деформації полікристала випливає, що критерій граничного стану 
пластичних матеріалів необхідно шукати як інваріантну до виду напруженого стану функцію  max  і i  
   max , , 0i iF p   ,  (1) 
де ip  -  характеристики матеріалу 
В загальному випадку функцію (1) можна представити у вигляді 
  max
q q
im n    .  (2) 
Розглянемо лінійний  варіант залежності, коли 1q  , 
  max 1 1 im n    .  (3) 
Константи матеріалу m  і n  знайдемо з дослідів на одновісний розтяг і кручення. Для одновісного 
розтягу max 1;2 3
p
i p
     , для кручення max ;k i k      , де ,p k  - граничні значення 
напружень (границі текучості або міцності) при розтягуванні і крученні. Розв’язуючи систему рівнянь, 
записаних для обох видів навантаження,  









      
   
одержимо 
   
 
 1 1
3 22 3 ; ,
2 3 2 3
pm n
      (4) 
де p
k
   . 
Підставляючи значення констант (4) в рівняння (3) і враховуючи, що 3 k i   , маємо 
    max2 1 ,i p         
і переходячи до нормальних напружень, остаточно отримаємо лінійний варіант критерію  
     1 31 ,i p         (5) 
де 2
2 3
   .  
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Для матеріалів, у яких  3 1    , рівняння (3) перетворюється в умову Губера-Мізеса. У 
випадку  2 0     рівняння зводиться до умови Кулона-Треска.  
Розглянемо квадратичний варіант залежності (2), коли 2q  , 
  2 2max 2 2 im n    .  (6) 
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4 3 4 3
pm n
  
   
  (7) 
Підставляючи значення констант (7) в рівняння (6) і переходячи до головних напружень, остаточно 
отримаємо квадратичний варіант критерію 
          2 221 3 1 2 2 31 p              (8) 
де 21 1
2
     
Для матеріалів, у яких 13
2
       , рівняння (8) перетворюється в умову Губера-Мізеса. У 
випадку  2 1      рівняння зводиться до умови Кулона-Треска.  
Для побудови девіаторного перерізу граничних поверхонь, що відповідають умовам (5) і (8), 


























   
  
  (9) 
Підставляючи значення параметрів m  і n  згідно з виразами (4) і (7) в рівняння (9), умовам 
граничного стану (5) і (8) надамо відповідно вигляду: 
  
 





2 3 2 3
i p
   
   
  (10) 










     
  (11) 
Координати точок сліду граничної поверхні на девіаторній площині можна задати радіусом-
вектором точок поверхні   і кутом   між проекцією вісі 1  і радіусом-вектором, які визначаються 
залежностями  1 : 
  2 ; .
3 3i
arcctg         
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Враховуючи, що параметр Лоде-Надаі змінюється в межах 1 1    , кут   приймає значення 
2 .
3 3
      
Розрахунки показують, що різниця в значеннях i , обчислених за лінійним (10) і квадратичним 
(11) критеріями не перевищує 0,04%, тобто їм відповідають практично однакові поверхні.  
Як видно з рис.3, при 3 2    умови (10) і (11) описують випуклу сингулярну поверхню, 
створену шістьма перетинаючимися циліндричними поверхнями, що розміщуються між круговими 
циліндром Губера-Мізеса і вписаною шестигранною призмою Кулона-Треска. Коли 2  , девіаторний 
переріз поверхні представляє собою криволінійний шестикутник з увігнутими сторонами, а при 3   
поверхня має локальні увігнутості в точках на осях головних напружень. Таким чином, умова випуклості 
граничної поверхні обмежує зміну   інтервалом 3 2   . 
Аналіз результатів експериментальних досліджень  3, 4  показує (див. рис.1, табл.), що для 
багатьох матеріалів гранична крива текучості при двовісному розтягу ближче до кривої Губера-Мізеса, а 
гранична крива міцності ближче до кривої Кулона-Треска. Це можна пояснити наступним. При значних 
деформаціях кристали намагаються набути певну, переважно відносно діючих напружень орієнтацію. 
При цьому їх площини ковзання повертаються, створюючи смуги ковзання. Найбільш інтенсивне 
створення смуг ковзання спостерігається в напрямку дії максимальних дотичних напружень. Тому можна 
припустити, що з розвитком пластичної течії все більш домінуючий внесок в пластичну деформацію 
матеріалу будуть робити зсуви в площинах дії max , які в основному і готують остаточне руйнування 
матеріалу.  
Критерії граничного стану (5) і (8) містять  дві характеристики матеріалу p  і k , які 
визначаються з дослідів на розтяг і кручення.  
Окрім того, параметри   і   критеріїв можна визначити з досліду на двовісний розтяг з 
відношенням головних напружень 1
2
2
  , який легко реалізувати навантаженням трубчастого зразка 
внутрішнім тиском. Для багатьох матеріалів результати цих випробувань наведені у довідниках [3, 4]. 
Криві текучості і міцності, розраховані за умовою (8) і усередненими за матеріалами значеннями 
 0,60 1,79     для границь текучості і  0,77 1,88     для границь міцності,  наведені на Рис. 1.  
 
Висновок 
Таким чином, розроблені на основі аналізу механізму пластичної деформації полікристалічного 
матеріалу, лінійний (5) і квадратичний (8) критерії граничного стану ізотропних матеріалів 
узагальнюють умови міцності Губера-Мізеса і Кулона-Треска, дають практично однакові результати, 
добре узгоджуються з даними експериментальних досліджень і дають можливість підвищити точність 
розрахунків на міцність. 
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